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Povzetek
Cilj diplomskega dela je določiti vse kubične vozliščno tranzitivne grafe do nekega
v naprej danega reda. G−vozliščno tranzitivni graf je graf, za katerega velja, da
podgrupa G grupe avtomorfizmov grafa deluje tranzitivno na množico vozlišč. Glede
na število orbit delovanja vozliščnega stabilizatorja Gv na soseščini Γ(v) ločimo tri
skupine kubičnih vozliščno tranzitivnih grafov. Prvo skupino, kjer imamo samo
eno orbito, nam trditev, ki pravi, da ima delovanje vozliščnega stabilizatorja na
soseščini enako orbit kot delovanje grupe G na lokih grafa, poveže s kubičnimi ločno
tranzitivnimi grafi. Drugo skupino, kjer imamo tri orbite, nam Sabidussijev izrek
poveže s Cayleyjevimi grafi. Tretjo skupino, kjer imamo dve orbiti, pa povežemo s
tetravalentnimi ločno tranzitivnimi grafi.
Cubic vertex-transitive graphs
Abstract
The paper’s aim is to determinate all cubic vertex-transitive graphs on up to certain
order which is given in advance. A graph is G−vertex-transitive graph, if subgroup
G of graph’s group of automorphism acts transitively on its vertex-set. Based on
the number of orbits of the vertex-stabiliser Gv in its action on the neighbourhood
Γ(v) we separate cubic vertex-transitive graphs into three groups. The first group
is the group of graphs with only one orbit. Theorem, stating that the action of
vertex-stabiliser on the neighbourhood has the same number of orbits as the action
of group G on arc-set, connects first group’s graphs with cubic arc-transitive ones.
The second group is the group of graphs with three orbits. Sabidussi’s theorem
connets second group’s graphs with Cayley’s graphs. The last group is the group
of graphs with two orbits. Graphs from this group are connected with tetravalent
arc-transitive graphs.
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1. Uvod
Najprej predstavimo nekaj definicij, ki so mogoče že poznane, pa vendar za lažje
razumevanje in izogib nejasnostim potrebne.
Definicija 1.1. Naj bo V končna neprazna množica in E poljubna množica dvoe-
lementnih podmnožič množice V . Paru Γ = (V,E) rečemo graf na množici vozlišč
V = V (Γ) in z množico povezav E = E(Γ). Vozlišči v, u sta sosednji, če je {v, u}
element množice E. Tak element lahko zapišemo tudi kar uv. Urejenemu paru (u, v)
sosednjih vozlišč u in v pravimo lok grafa. Množico vseh lokov grafa Γ označimo z
A = A(Γ).
Slika 1. Na sliki so prikazani trije grafi na petih vozliščih. Krogec
označuje vozlišča, črta pa povezave.
Definicija 1.2. Naj bo G neprazna množica. Naj bo ⋆ preslikava iz G × G v G.
Par (G, ⋆) je grupa, če izpoljuje naslednje pogoje:
(1) obstaja element grupe e, za katerega velja: e ⋆ x = x ⋆ e = x za vsak x ∈ G
(enota);
(2) za vsak x ∈ G obstaja y ∈ G, da velja: x ⋆ y = y ⋆ x = e (inverz);
(3) za vsak x, y, z ∈ G velja: (x ⋆ y) ⋆ z = x ⋆ (y ⋆ z) (asociativnostni zakon).
Če velja še komutativnostni zakon, ki pravi, da za vsaka x, y ∈ G velja x ⋆ y = y ⋆ x,
rečemo grupi abelova grupa. Zaradi lažje berljivosti se v primeru, ko vemo, za katero
operacijo gre, znakec ⋆ opušča in namesto x ⋆ y pišemo x · y ali pa kar xy.
Zgled 1.3. Spoznajmo dve grupi, ki ju bomo v tem besedilu večkrat srečali. Prva je
simetrična grupa. Označimo jo Sym(X), kjer je X neka poljubna neprazna množica.
Elementi te grupe so permutacije, to so bijektivne preslikave iz množice X v množico
X. Sliko elementa x ∈ X pri permutaciji g označimo z xg. Poglejmo primer, ko
je množica X enaka {1, 2, ..., n}. Takrat simetrično grupo označimo kar z Sn. Za
operacijo na Sn vzamemo obratni kompozitum ·, torej
xg·h := (xg)h.
Druga grupa pa je diedrska grupa. To je grupa simetrij pravilnega n−kotnika.
Označimo jo z D2n. Naj bo r rotacija okoli središča pravilnega n−kotnika za n−ti
del polnega kota v pozitivno smer in naj bo z zrcaljenje preko premice, ki poteka
skozi središče n−kotnika in eno od oglišč. Elementi grupe D2n so rotacije rk za kot
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k ·2π/n, za k ∈ {0, 1, . . . , n−1} in zrcaljenja zrk. Če je n liho število, potem imamo
n zrcaljenj čez premico, ki poteka skozi oglišče in razpolovišče njemu nasprotne
stranice (glej sliko 2a). Če pa je n sodo število, potem imamo dve vrsti zrcaljenj.
Najprej imamo n/2 zrcaljenj čez premico, ki poteka skozi dve nasprotni si oglišči
(glej sliko 2b), in nato še n/2 zrcaljenj čez premico, ki poteka skozi razpolovišči dveh
nasprotnih si stranic (glej sliko 2c).
(a)
(b) (c)
Slika 2. Na sliki so prikazane premice zrcaljenj. Na sliki A je primer
premice, preko katere dobimo eno od zrcaljenj, če je n liho število. Na
sliki B in C sta prikazana primera premicem, preko katere dobimo eno
od zrcaljenj iz vsake vrste, če je n sodo število.
Veljajo naslednje enakosti:
rn = 1, z2 = 1, (rz)2 = 1, |D2n| = 2n
Opazimo lahko, da je diedrska grupa D2n podgrupa simetrične grupe Sn. Namreč
vsak element diedrske grupe lahko predstavimo s permutacijo množice oglišč pra-
vilnega n−kotnika. Na primer, element r lahko predstavimo s permutacijo, ki je v
tabelarični obliki zapisana kot(
1 2 3 · · · n− 1 n
2 3 4 · · · n 1
)
oziroma v ciklični obliki kot (1 2 3 . . . n). Primeri zapisov zrcaljenj iz slike 2:
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A. (2 5)(3 4)
B. (2 6)(3 5)
C. (1 2)(3 6)(4 5).
♦
Omenimo še izrek, ki smo ga spoznali pri predmetu Algebra 2. To je Cayleyjev
izrek, ki pravi, da lahko vsako grupo G vložimo v neko simetrično grupo. Dokaz se
nahaja v delu Uvod v algebro profesorja Mateja Brešarja [2].
Definicija 1.4. Preslikava ϕ : G→ G′, kjer sta (G, ⋆) in (G′, ·) grupi, je homomor-
fizem grup, če za vsak x, y ∈ G velja: ϕ(x ⋆ y) = ϕ(x) · ϕ(y). Če je taka preslikava
še bijektivna, govorimo o izomorfizmu grup.
Definicija 1.5. Naj bosta Γ in Γ′ grafa. Bijektivni preslikavi ϕ : V (Γ) → V (Γ′), za
katero je uv ∈ E(Γ) natanko tedaj, ko je ϕ(u)ϕ(v) ∈ E(Γ′), pravimo izomorfizem
grafov. Grafa sta si izomorfna, če med njima obstaja kakšen izomorfizem. Izo-
morfizmu grafa samega vase rečemo avtomorfizem grafa. Množica avtomorfizmov
grafa Γ tvori podgrupo v simetrični grupi Sym(V (Γ)), ki jo označimo z Aut(Γ) in
imenujemo grupa avtomorfizmov grafa Γ.
Slika 3. Na sliki sta prikazana dva neizomorfna grafa.
Zgled 1.6. Grafa na sliki 3 sta neizomorfna, ker imajo vozlišča različne valence.
Valenca oziroma stopnja vozlišča je definirana kot število njegovih sosedov. Prvi
graf ima vozlišča valence 3, 3, 4, 4, 2, medtem ko ima drugi graf valence 3, 3, 3, 4, 3.
Stopnje vozlišč spadajo med invariante grafov. To je lastnost grafa, ki jo imajo tudi
vsi njemu izomorfni grafi. Med invariante spadajo tudi število vozlišč in povezav,
število podgrafov iste vrste (npr. trikotniki), dvodelnost, itn.
Slika 4. Na sliki sta dva izomorfna grafa.
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Za dokaz izomorfnosti grafa moramo poiskati izomorfizem ϕ : Γ1 → Γ2. To lahko
storimo tudi tako, da preprosto napišemo, kam se posamezno vozlišče slika. Tako je
recimo naslednja preslikava izomorfizem grafov na sliki 4.
1 ↦→ 1 2 ↦→ 4 3 ↦→ 5 4 ↦→ 8 5 ↦→ 2 6 ↦→ 3 7 ↦→ 6 8 ↦→ 7
Če želimo preveriti, da je to res izomorfizem zgornjih grafov, se preprosto sprehodimo
po vseh povezavah prvega grafa in preverimo, če so prirejena oglišča tudi sosednja.
♦
Zgled 1.7. Tokrat nas zanimajo avtomorfizmi grafov. Poiščimo vse avtomorfizme
polnega grafa Kn na n vozliščih. Ker je vsako vozlišče sosednje preostalim vozliščem,
lahko vozlišča poljubno premešamo. To pomeni, da je vsaka permutacija vozlišč
avtomorfizem grafa. Torej je Aut(Kn) = Sn. Poiščimo še avtomorfizme cikla Cn na n
vozliščih. Očitno je vsaka rotacija avtomorfizem. Opazimo, da so tudi vsa zrcaljenja
avtomorfizmi. To pa so tudi vsi avtomorfizmi cikla. Torej Aut(Cn) = D2n. ♦
2. Delovanje, stabilizator in orbita
Definicija 2.1. Naj bo G poljubna grupa in Ω končna neprazna množica. Homo-
morfizmu grup ϕ : G → Sym(Ω) rečemo delovanje grupe G na množici Ω. Če nam
je iz konteksta jasno, za katero delovanje gre, bomo sliko elementa g ∈ G v grupi
Sym(X) pisali kar g. Torej, pri zgornjem delovanju bi pisali ag namesto aϕ(g).
Definicija 2.2. Množici elementov grupeG, ki se z delovanjem preslikajo v identično
permutacijo, pravimo jedro delovanja. Jedro delovanja ϕ označimo s Ker(ϕ). Sliko
delovanja ϕ označimo z GΩ, tj. GΩ = {ϕ(g) | g ∈ G} ≤ Sym(Ω).
Definicija 2.3. Naj grupa G deluje na množici Ω in naj bo a poljuben element
množice Ω. Množici
Ga = {g ∈ G | ag = a}
pravimo stabilizator elementa a v grupi G. Pravimo, da je to množica vseh elementov
grupe G, ki element a pribijejo. Množici slik
aG = {ag | g ∈ G}
pravimo orbita elementa a pri delovanju grupe G.
Definicija 2.4. Delovanje grupe G na množici Ω je tranzitivno, če je aG = Ω za nek
a ∈ Ω. Če pa je delovanje tranzitivno in velja še |Ga| = 1 za vsak a ∈ Ω, rečemo,
da je delovanje regularno. Delovanju s trivialnim jedrom rečemo zvesto delovanje.
Opomba 2.5. V definiciji tranzitivnega delovanja smo zapisali, da mora veljati
aG = Ω za nek a ∈ Ω. Trditev 2.8 pa bo razjasnila, da v primeru, ko za nek a ∈ Ω
velja aG = Ω, potem velja aG = Ω za vsak element a ∈ Ω.
Zgled 2.6. Najprej kratek razmislek, da G ≤ Sn na naraven način deluje na množici
{1, 2, ..., n}. Za naravno delovanje lahko vzamemo kar vložitev ι : G→ Sn, ι(g) = g
za poljuben g ∈ G.
Kot smo že premislili v zgledu 1.3, jeD12 ≤ S6. Poiščimo sedaj stabilizator oglišča,
označenega z 1. Iščemo izometrije pravilnega šestkotnika, ki oglišče, označeno z 1,
pusti na svojem mestu. Te izometrije so identiteta in zrcaljenje preko premice, ki
poteka skozi vozlišči 1 in 4. Torej: G1 = {id, (2 6)(3 5)}.
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Sedaj poglejmo še, kaj so orbite posameznih elementov. Iščemo vsa oglišča, v
katera se posamezni element lahko preslika z elementi diedrske grupe. Ker imamo
rotacije lahko dosežemo, da se poljuben element preslika v poljubnega. Zato je
1G = 2G = ... = 6G = Ω
V takem primeru rečemo, da obstaja samo ena orbita. Iz definicije za tranzitivnost
delovanja vidimo, da je to tranzitivno delovanje. ♦
Zgled 2.7. Vzemimo tokrat za grupo H ≤ D12, H = ⟨r2⟩ = {id, r2, r4}. Grupa
H deluje na {1, 2, ..., 6}, kar lahko z enakim razmislekom kot v prejšnjem zgledu
dokažemo. Poiščimo v tem primeru kaj so orbite posameznih elementov. Vozlišče
1 lahko preslikamo z identiteto nazaj samo vase, z elementom r2 v vozlišče 3 in z
elementom r4 v vozlišče 5. Za vozlišče 2 naredimo enak premislek. Tako dobimo
1H = {1, 3, 5}
2H = {2, 4, 6}
Ko začnemo razmišljati v kaj se preslika vozlišče 3, lahko začnemo naše razmišljanje
tako: vemo, da iz vozlišča 1 lahko pridemo v vozlišče 3. Ker imamo grupo preslikav,
pomeni, da imamo tudi inverzne preslikave. Kar pomeni, da lahko iz vozlišča 3
pridemo v vozlišče 1. Ker so v grupi tudi vsi produkti, lahko sestavimo preslikavo,
ki preslika vozlišče 3 v vozlišča, v katera se preslika vozlišče 1. Torej velja 1H ⊆ 3H .
Če še malo razmišlajmo naprej, ugotovimo, da velja 3H = 1H . Namreč ne obstaja
vozlišče a, v katerega se vozlišče 3 lahko preslika, vozlišče 1 pa ne. Ker če bi tak
element obstajal, bi to pomenilo, da H ni grupa, ker ne bi vsebovala produkta
preslikave, ki preslika vozlišče 1 v vozlišče 3, in preslikave, ki preslika vozlišče 3 v
vozlišče a (torej ni zaprta za množenje). Iz enakega razmisleka sledi:
1H = 3H = 5H = {1, 3, 5}
2H = 4H = 6H = {2, 4, 6}
Slika 5. Na sliki sta prikazani dve orbiti delovanja.
Kot lahko vidimo, imamo v tem primeru dve orbiti (to se še posebej lepo vidi na
sliki 5), torej to delovanje ni tranzitivno. Opazimo še eno lastnost, ki velja za orbite.
Izkaže se, da so orbite vedno disjunktne ali pa enake ter da je množica orbit razbitje
množice Ω. ♦
Sedaj, ko smo se malce spoznali z orbitami, lahko predstavimo še eno trditev.
Trditev 2.8. Delovanje grupe G na množici Ω je tranzitivno natanko tedaj, ko za
poljubna x, y ∈ Ω obstaja g ∈ G, tako da je xg = y.
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Dokaz. (⇒) Predpostavimo, da je delovanje tranzitivno. To po definiciji pomeni,
da je aG = Ω za nek a ∈ Ω. Vzemimo poljubna x, y ∈ Ω. Ker je aG = Ω, obstajata
h1, h2 ∈ G, da je x = ah1 in y = ah2 . Če označimo g = h−11 h2, vidimo, da velja
xg = y, saj velja xg = xh
−1
1 h2 = (xh
−1
1 )h2 = ah2 = y.
(⇐) Sedaj predpostavimo, da za poljubna x, y ∈ Ω obstaja g ∈ G, tako da je
xg = y. Vzemimo poljubna a, x ∈ Ω. Po naši predpostavki obstaja g ∈ G, da je
ag = x, in zato x ∈ aG. Ker je bil x poljuben, smo s tem dokazali, da je aG = Ω,
torej je delovanje tranzitivno. 
Zgled 2.9. (Regularno) delovanje z množenjem:
Naj boG grupa, Ω = G in Sym(G) grupa vseh permutacij množiceG. Definirajmo
preslikavo ϕ : G → Sym(G), ki elementu g ∈ G priredi permutacijo fg ∈ Sym(G),
določeno s predpisom fg(x) = xg.
Premislimo najprej, da je to res permutacija. Dokazati moramo, da je fg bijek-
tivna preslikava iz G v G. Ker gre za množenje dveh elementov iz G in je G grupa,
preslikava fg res slika v G. Preslikava fg je injektivna, ker velja
fg(x) = fg(y) ⇔ xg = yg ⇔ x = y.
Ker smo v grupi, ki vsebuje tudi inverzni element g−1, lahko drugo enakost pomno-
žimo z njim in tako dobimo tretjo enakost. Preslikava fg je surjektivna, saj za vsak
y ∈ G obstaja x ∈ G, da velja xg = y in sicer x = yg−1.
Dokažimo še, da je preslikava ϕ homomorfizem grup. Dokazati moramo, da je
ϕ(gh) = ϕ(g)ϕ(h) za vsak g, h ∈ G.
(ϕ(gh))(x) = fgh(x), kjer fgh(x) = x(gh).
Ker pa je G grupa, velja asociativnostni zakon. Torej x(gh) = (xg)h in, ker je
operacija v grupi Sym(G) obrnjeni kompozitum, velja
(ϕ(g)ϕ(h))(x) = (fgfh)(x) = fh(fg(x)) = fh(xg) = (xg)h ∀ x ∈ G.
S tem smo dokazali, da G deluje na G.
Naj bo ω ∈ G. Poglejmo stabilizator in orbito elementa ω.
Gω = {g ∈ G | ωg = ω} = {id},
saj smo v grupi, kjer velja pravilo krajšanja. Ker je
ωG = {ωg | g ∈ G} = {ωg | g ∈ G} = G
permutacija, je surjektivna. Torej je to delovanje tranzitivno in, ker velja |Gω| = 1
za vsak ω ∈ G, je tudi regularno. ♦
Zgled 2.10. Trivialno delovanje:
Naj bo G grupa, Ω poljubna končna množica in ϕ : G→ Sym(Ω), kjer ϕ(g) = idΩ.
Očitno je ϕ homomorfizem, in zato G deluje na Ω. Naj bo ω ∈ Ω. Poiščimo
stabilizator in orbito ω.
Gω = {g ∈ G | ωg = ω} = G, saj je ωg = ωid = ω, in
ωG = {ωg | g ∈ G} = {ω}.
Torej imamo |G| orbit. To delovanje ni tranzitivno. ♦
Pred naslednjih zgledom se spomnimo še odsekov grupe.
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Definicija 2.11. Naj bo H podgrupa grupe G in naj bo a ∈ G poljuben. Množici
Ha := {ha | h ∈ H}
pravimo odsek grupe G po podgrupi H.
Velja pa tudi naslednja ekvivalenca
Ha = Hb⇔ ab−1 ∈ H.
Dokaz ekvivalence lahko najdemo v [2].
Zgled 2.12. Poglejmo še zadnji primer delovanja, ki pa je zelo pomemben. Naj bo
H podgrupa grupe G. Definiramo množico Ω := G/H = {Hx | x ∈ G} in preslikavo
ϕ : G→ Sym(Ω), za katero velja (Hx)ϕ(g) := H(xg).
Najprej preverimo, da je to sploh delovanje. Preveriti moramo dobro definiranost
preslikave. Preveriti moramo, da je slika neodvisna od izbire predstavnika x odseka
Hx ter da je ϕ(g) permutacija. Oglejmo si naslednje ekvivalence:
(Hx)ϕ(g) = (Hy)ϕ(g) ⇔ H(xg) = H(yg) ⇔ xg(yg)−1 ∈ H ⇔
⇔ xgg−1y−1 ∈ H ⇔ xy−1 ∈ H ⇔ Hx = Hy.
Če te ekvivalence beremo iz leve proti desni, dokažemo, da je ϕ(g) injektivna. Če pa
beremo iz desne proti levi, dobimo, da je preslikava neodvisna od izbire predstavnika,
saj iz Hx = Hy sledi H(xg) = H(yg). Da dokažemo surjektivnost, moramo za vsak
Hy ∈ Ω poiskati element množice Ω, ki ga ϕ(g) preslika v Hy. Vzemimo poljuben
Hy ∈ Ω. Naj bo x = yg−1. Potem je
(Hx)ϕ(g) = H(xg) = H(yg−1g) = Hy.
Sedaj moramo še dokazati, da je ϕ homomorfizem grup, torej, da velja ϕ(xy) =
ϕ(x) · ϕ(y). Pokazati moramo, da velja
ϕ(gh)(Hx) = (ϕ(g) · ϕ(h))(Hx) ∀ Hx ∈ Ω.
Po definiciji preslikave je ϕ(gh)(Hx) = H(xgh). Ker je Sym(Ω) grupa za obratno
komponiranje, velja
(ϕ(g) · ϕ(h))(Hx) = ϕ(h)(ϕ(g)(Hx)) = ((Hx)g)h = H(xgh),
torej sta obe strani enaki. Ker to velja za vsak Hx ∈ Ω, je ϕ homomorfizem grup
G in Sym(Ω).
Poiščimo sedaj stabilizator in orbito elementa H = H1 ∈ Ω.
GH = {g ∈ G | (H)ϕ(g) = H} = H
To pa zato, ker velja Hϕ(g) = Hg = H natanko tedaj, ko je g ∈ H.
HG = {Hϕ(g) | g ∈ G} = Ω
Zopet smo uporabili, da je to pravzaprav odsek Hg. Ker lahko izberemo katerikoli
g ∈ G, lahko dobimo poljuben odsek. Ker imamo samo eno orbito, G deluje tranzi-
tivno na množici Ω. Ta primer je pomemben, ker se izkaže, da so to do izomorfizma
delovanj natančno vsa tranzitivna delovanja, glej trditev 2.14. ♦
Definicija 2.13. Naj bosta ρ : G → Sym(Ω) in θ : H → Sym(∆) dve delovanji.
Paru (f, ϕ), kjer je f : G → H izomorfizem grup in ϕ : Ω → ∆ bijekcija, rečemo
izmorfizem delovanj ρ in θ, ko velja
ϕ(aρ(g)) = ϕ(a)θ(f(g)) za vsak a ∈ Ω in g ∈ G
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Zapišimo še eno trditev, ki je sicer ne bomo dokazali, vendar pokaže, kako po-
memben je zgled 2.12.
Trditev 2.14. Naj bo ρ : G → Sym(Ω) tranzitivno delovanje grupe G na množici
Ω in naj bo ω ∈ Ω. Tedaj je delovanje ρ izomorfno delovanju grupe G na množici
osekov G/Gω opisanem v zgledu 2.12.
Predstavimo še eno trditev, ki pokaže povezavo med močmi grupe, stabilizatorja
in orbite.
Trditev 2.15. (Lema o orbiti in stabilizatorju) Naj bo G grupa, ki deluje na množici
Ω, in naj bo a poljuben element množice Ω. Tedaj velja
|Ga||aG| = |G|
Dokaz. Trditev bomo dokazali s pomočjo na novo definirane množice in sicer
G(a ↦→ b) := {g ∈ G | ag = b},
torej množice vseh elementov iz grupe G, ki preslikajo a v b, kjer sta a, b ∈ Ω. Imamo
dve možnosti. Prva možnost je, da b /∈ aG. To pomeni, da ne obstaja element grupe
G, ki bi a preslikal v b. Torej je G(a ↦→ b) prazna množica. Obravnavanjmo sedaj
drugo možnost. Naj bo b ∈ aG. Vzemimo poljuben g ∈ G(a ↦→ b) in definirajmo
preslikavo fg : G(a ↦→ b) → G s predpisom
fg(h) = hg
−1.
Takoj lahko dokažemo, da je preslikava injektivna.
fg(h1) = fg(h2) ⇔ h1g−1 = h2g−1 ⇔ h1 = h2.
Poglejmo še, kaj je slika fg.
Im(fg) = {hg−1 | h ∈ G(a ↦→ b)}.
Če preslikava g slika a v b, potem g−1 slika b v a. In ker h slika a v b, sledi, da
hg−1 slika a v a. Torej je hg−1 v stabilizatorju elementa a. Torej Im(fg) ⊆ Ga. Če
dokažemo, da je tudi poljuben element iz Ga v Im(fg), dokažemo, da je Im(fg) = Ga.
Naj bo h1 ∈ Ga, kar pomeni, da slika a v a. Iščemo tak h2 ∈ G(a ↦→ b), da bo veljalo
h1 = h2g
−1. Tak h2 pa očitno obstaja, saj je dober vsak element G(a ↦→ b). Ker je
fg bijektivna na Ga, velja |Ga| = |G(a ↦→ b)|.
Sedaj definirajmo še
S :=
∑
b∈Ω
G(a ↦→ b).
K tej vsoti prispevajo samo tisti b, ki so v aG in vsak tak prispeva točno |Ga|. Torej
S = |Ga| · |aG|. Po drugi strani pa vsak element g ∈ G leži v natanko eni množici
G(a ↦→ b). Torej je S = |G|.
Dokaz je predelan po [7]. 
3. Vozliščni, ločno in povezavno tranzitivni grafi
Naslov diplomskega dela je 3−valentni vozliščno tranzitivni grafi. Graf, čigar
vsako vozlišče ima natanko tri sosede, imenujemo 3−valentni oz. 3−regularni oz. ku-
bični grafi. Sedaj poglejmo še, kakšni so vozliščno tranzitivni grafi.
Definicija 3.1. Naj bo Γ poljuben graf brez izoliranih vozlišč in naj G označuje
poljubno podgrupo grupe Aut(Γ).
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(1) Če grupa G deluje tranzitivno na vozliščih grafa Γ, rečemo, da je graf Γ
G−vozliščno oziroma G−točkovno tranzitiven. Rečemo tudi, da je grupa G
vozliščno oziroma točkovno tranzitivna.
(2) Če grupa G deluje tranzitivno na lokih grafa Γ, rečemo, da je graf Γ G−ločno
tranzitiven. Rečemo tudi, da je grupa G ločno tranzitivna.
(3) Če grupa G deluje tranzitivno na povezavah grafa Γ, rečemo, da je graf Γ
G−povezavno tranzitiven. Rečemo tudi, da je grupa G povezavno tranzi-
tivna.
Opomba 3.2. Naj bo (u, v) ∈ A(Γ), {u, v} ∈ E(Γ) in g ∈ Aut(Γ). Tedaj nam
spodnja predpisa podajata naravni delovanji grupe G na množicah lokov in povezav
grafa Γ:
(u, v)g := (ug, vg) in {u, v}g := {ug, vg}.
Opomba 3.3. Opazimo lahko, da v primeru, ko je G ločno tranzitivna, je tudi
povezavno in vozliščno tranzitivna. To pa zato, ker je vsako vozlišče rep nekega
loka, saj nimamo izoliranih vozlišč.
Zgled 3.4. Kot zgled vozliščno tranzitivnega grafa si poglejmo hiperkocko Qk.
Z oznako Z2 označmo kolobar ostankov pri deljenju z 2. Množica vozlišč hiper-
kocke Qk je V (Qk) = {(u1, u2, . . . , uk) | ui ∈ Z2}, množica povezav pa E(Qk) =
{uv | u, v ∈ V (Qk) : u in v se razlikujeta na natanko enem mestu}. Imamo torej
2k vozlišč in k · 2k−1 povezav. Graf je k−regularen.
Slika 6. Na sliki so prikazane hiperkocke Q1, Q2, Q3.
Pokažimo sedaj, da je to res vozliščno tranzitiven graf. Izberimo poljubno vozlišče
v ∈ V (Qk) in ga fiksirajmo. Definirajmo preslikavo ϕv : V (Qk) → V (Qk) s predpi-
som ϕv(x) = x + v. To seštevanje je seštevanje po komponentah. Zato preslikava
res slika v V (Qk). Pokažimo, da je ϕv avtomorfizem hiperkocke Qk.
Najprej pokažimo, da je to bijekcija. Velja
ϕv(x) = ϕv(y) ⇔ x+ v = y + v ⇔ x = y,
torej je preslikava injektivna. Vzemimo sedaj poljuben y ∈ V (Qk). Iščemo tak
x ∈ V (Qk), da bo veljalo ϕv(x) = y. Če za x vzamemo y − v, ki je element V (Qk),
dobimo ravno željeno. Torej je preslikava bijektivna. Pokažimo še, da za poljubna
x, y ∈ V (Qk) velja, da sta sosednja natanko tedaj, ko sta sosednja ϕv(x) in ϕv(y).
To pa velja, saj se x in y razlikujeta natanko na enem mestu natanko tedaj, ko se
x+ v in y + v razlikujeta natanko na enem mestu.
Grupa G = {ϕv | v ∈ V (Qk)} je podgupa Aut(Qk). Pokažimo, da grupa G deluje
tranzitivno na množico vozlišč V (Qk). Za vsaka x, y ∈ V (Qk) moramo pokazati, da
obstaja tak ϕv ∈ G, da bo veljalo ϕv(x) = y. Če za v vzamemo y − x ∈ V (Qk),
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bo veljalo ϕy−x(x) = x + y − x = y. Torej je hiperkocka Qk vozliščno tranzitivna.
Zgled je predelan po [5]. ♦
Poglejmo sedaj trditev, ki povezuje dva tipa grafov iz naslova dela.
Trditev 3.5. Vozliščno tranzitiven graf je regularen.
Dokaz. Naj bo Γ vozliščno tranzitiven graf in grupa G = Aut(Γ). Torej G deluje
tranzitivno na množici V (Γ), kar pomeni, da je xG = {xg | g ∈ G} = V (Γ) za
poljuben x ∈ V (Γ). Vzemimo x, y ∈ V (Γ) poljubni vozlišči. Ker G deluje tran-
zitivno, obstaja g ∈ G, da je xg = y. Ker je g je avtomorzifem grafa Γ, pomeni,
da preslika vse sosede vozlišča x v sosede vozlišča y. Ker je g bijektivna preslikava
vozlišč, preslika sosede vozlišča x v sosede vozlišča y bijektivno. Torej morata imeti
enako stopnjo. Ker sta bili to poljubni vozlišči, pomeni, da imajo vsa vozlišča isto
stopnjo. 
Poglejmo še eno trditev, ki se bo kasneje izkazala za zelo pomembno. Pred tem
samo še definirajmo pojem, ki se pojavi v trditvi.
Definicija 3.6. Naj bo Γ = (V,E) graf in A ⊆ V . Množico
N(A) = {v ∈ V | ∃ u ∈ A, da je vu ∈ E}
imenujemo soseščina množice A. Če je A = {v} označimo soseščino vozlišča v ∈ V
z Γ(v).
Preden predstavimo trditev, razmislimo, da, v primeru, ko grupa G ⊆ Aut(Γ)
deluje na množici vozlišč nekega grafa Γ, Gv naravno deluje na Γ(v). Ker so elementi
grupe Gv avtomorfizmi grafa Γ, sledi, da slikajo sosede vozlišča v nazaj v njegove
sosede. To pomeni, da Gv ohranja množico Γ(v) in zato naravno deluje na Γ(v).
Trditev 3.7. Naj bo Γ G−vozliščno tranzitiven graf. Naj bo v ∈ V (Γ). Naj bo
m število orbit grupe Gv pri njenem delovanju na Γ(v). Tedaj je m število orbit
delovanja grupe G na množici A(Γ).
Dokaz. Najprej definirajmo množici
Ov := {xGv | x ∈ Γ(v)} in
O := {(x, y)G | (x, y) ∈ A(Γ)}.
Prva množica je množica orbit delovanja grupe Gv na množici Γ(v), druga množica
pa množica orbit delovanja grupe G na množici A(Γ). Če želimo dokazati trditev,
zadošča poiskati bijekcijo med množicama O in Ov. Definirajmo zato preslikavo
Φ : Ov → O, za katero za vsak x iz soseščine Γ(v) velja
Φ(xGv) = (v, x)G.
Najprej moramo pokazati, da je to dobro definirana preslikava. Namreč za dva
različna elementa x, y ∈ Γ(v) lahko velja xGv = yGv , zato zanju želimo, da velja
(v, x)G = (v, y)G. Vzemimo poljubna x, y ∈ Γ(v). Predpostavimo, da je xGv = yGv .
Pokazati moramo, da je Φ(xGv) = Φ(yGv), kar je ekvivaletno (v, x)G = (v, y)G.
Zadnji enačaj je enakost orbit. Orbite so lahko disjunktne ali pa so enake, kar
pomeni, da je za dokaz enakosti orbit dovolj najti en element, ki se nahaja v obeh.
Pokažimo, da je (v, y) ∈ (v, x)G. Ker velja xGv = yGv , je y ∈ xGv , kar pa pomeni,
da obstaja g ∈ Gv, da velja y = xg. Torej velja (v, x)g = (vg, xg) = (v, y). Torej je
(v, y) ∈ (v, x)G in sta orbiti enaki, posledično je Φ dobro definirana.
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Pokažimo sedaj, da je Φ injektivna. Dokazati moramo, da iz Φ(xGv) = Φ(yGv)
sledi xGv = yGv . Vzemimo poljubna x, y ∈ Γ(v), za katera velja Φ(xGv) = Φ(yGv).
Ker sta orbiti (v, x)G = (v, y)G enaki, je (v, y) ∈ (v, x)G in zato obstaja g ∈ G, da
velja (v, y) = (v, x)g = (vg, xg). Ta g očitno fiksira v, kar pomeni, da je g ∈ Gv. Ker
velja tudi xg = y, sledi, da je y ∈ xGv . Od tu pa sledi, da je yGv = xGv .
Če pokažemo, da je Φ surjektivna, smo trditev dokazali. Za surjektivnost, moramo
dokazati, da za poljuben element (w, z)G ∈ O obstaja tak x ∈ Γ(v), da bo Φ(xGv) =
(w, z)G. Naj bo (w, z)G poljuben element množice O. Ker G deluje tranzitivno na
množico V (Γ), obstaja g ∈ G, da velja wg = v. Za ta g velja
(w, z)g = (wg, zg) = (v, zg).
Ker je z sosed od w, je tudi zg sosed od wg = v, saj je g avtomorfizem grafa Γ. Torej
je zg ∈ Γ(v). Če za iskani x vzamemo kar zg, velja
Φ((zg)Gv) = (v, zg)G = (w, z)G,
ker je (w, z) ∈ (v, zg)G. To pa velja zato, ker je (v, zg)g−1 = (vg−1 , z) = (w, z) za
g−1 ∈ G. S tem smo dokazali surjektivnost Φ. 
Vrnimo se sedaj k našemu problemu. Iščemo vse kubične vozliščno tranzitivne
grafe. Izberimo si poljubno vozlišče v ∈ V (Γ), kjer je Γ kubični vozliščno tranzitiven
graf. Vozlišče v je povezano s tremi vozlišči, imenujmo jih x, y, z, glej sliko 7.
Slika 7. Na sliki je prikazano vozlišče v in njegovi sosedje x, y, z.
Poglejmo sedaj, kaj se lahko zgodi s temi vozlišči. Naj bo G = Aut(Γ). Skon-
centrirajmo se samo na tiste avtomorfizme, ki pribijejo vozlišče v. Torej nas zanima
samo podgrupa Gv. Vprašamo se po številu orbit delovanja vozliščnga stabilizatorja
Gv na soseščini Γ(v). Jasno je, da je m ∈ {1, 2, 3}, kjer m označuje število orbit. To
nam tudi loči tri tipe kubično vozliščno tranzitivnih grafov.
Slika 8. Primer, ko je samo ena orbita.
Če jem = 1, to pomeni, da imamo samo eno orbito na sosedih (glej sliko 8), v duhu
trditve 3.7 pa to pomeni, da ima grupa G pri svojem delovanju na množiči A(Γ) samo
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eno orbito. Kar pa pomeni, da je tak graf ločno tranzitiven. Torej, če želimo poiskati
vse take kubično tranzitivne grafe, moramo poiskati vse kubične ločno tranzitivne
grafe. Študij kubičnih ločno tranzitivnih grafov ima dolgo zgodovino, z njimi se je
ukvarjal že znameniti angleški matematik William Tutte, ki je med drugim dokazal,
da je red vozliščnega stabilizatorja Gv omejen s konstanto 48 (za več glej [8, 9]). Od
tod sledi, da je red grupe G omejen z 48|V (Γ)|, saj velja |G| = |Gv| · |vG|. Relativno
majhen red grupe avtomorfizmov nam z uporabo metod iz računske teorije grup
omogoči preračunati vse kubične ločno tranzitivne grafe malega reda v zelo kratkem
času. Podrobneje je način takšnega izračuna opisan v članku [3], vsi taki grafi do
reda 10.000 pa so navedeni na domači spletni strani novozelandskega matematika
Marstona Condra. Zato se bomo v tem delu posvetili primeroma m = 2 in m = 3.
Slika 9. Primer, ko imamo 3 orbite.
Če je m = 3, potem Gv skupaj z vozliščem v pribije tudi sosede vozlišča v (glej
sliko 9). Takim grafom bomo rekli tudi grafi z lokalno tremi orbitami. V poglavju 4
bomo dokazali, da je v tem primeru Gv = {id} in iz tega bo po lemi o orbiti in
stabilizatorju sledilo, da je |G| = |V (Γ)|.
Slika 10. Primer, ko imamo dve orbiti, eno moči 1 in eno moči 2.
Če je m = 2, kot je prikazano na sliki 10, pa prvotni graf pretvorimo na graf pol
manjšega reda, ki je 4−regularen in G−ločno tranzitiven. Več o tem primeru pa v
poglavju 5. Takim grafom bomo rekli tudi grafi z lokalno dvema orbitama.
4. Grafi z lokalno tremi orbitami in Cayleyjevi grafi
Definirajmo poseben tip grafov.
Definicija 4.1. Naj bo G grupa in S njena podmnožica, ki je zaprta za inverze in
je brez enote. Cayleyjev graf Cay(G,S) ima za množico vozlišč grupo G, množica
povezav pa je definirana z naslednjim predpisom:
E(Γ) = {{g, sg} | g ∈ G, s ∈ S}.
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Cayleyjeve grafe v resnici že poznamo. Taki grafi so namreč polni grafi Kn in cikli
Cn. Pri polnem grafu je množica vozlišč poljubna grupa G, množica S pa je kar
G\{1}. Pri ciklu pa je G = Zn in S = {−1, 1}.
Ker množica S ne vsebuje enote grupe G, graf nima zank. Sedaj povejmo še eno
trditev, ki nam predstavi pomembne lastnosti Cayleyjevih grafov.
Trditev 4.2. V Cayleyjevem grafu Cay(G,S) sta vozlišči x, y ∈ G sosednji, če in
samo če je xy−1 ∈ S. Cayleyjev graf je regularen valence |S| in je povezan natanko
tedaj, ko množica S generira grupo G.
Dokaz. Najprej dokažimo trditev o sosedih. Vzemimo poljubna soseda x, y ∈ G.
Imamo dve množnosti:
• Naj bo x = g in y = sg za nek s ∈ S. To pomeni, da je y = sx, kar pa je
natanko tedaj, ko je s = yx−1 ∈ S.
• Naj bo y = g in x = sg za nek s ∈ S. To pomeni, da je x = sy, kar pa je
natanko tedaj, ko je s = xy−1 ∈ S.
Velja tudi, da je xy−1 ∈ S natanko tedaj, ko je yx−1 ∈ S, saj je (yx−1)−1 = xy−1
in je S zaprta za inverze. To pomeni, da sta x in y soseda natanko tedaj, ko je
xy−1 ∈ S.
Da je Cay(G,S) valence |S|, je očitno iz definicije množice povezav. Namreč vsako
vozlišče g ∈ G ima natanko |S| sosedov, toliko je namreč možnih vozlišč sg ∈ G, če
je s ∈ S.
Dokažimo sedaj, da je Calyleyjev graf Cay(G,S) povezan natanko tedaj, ko mno-
žica S generira grupo G. Graf je povezan, če med vsakima vozliščema x, y ∈ G
obstaja pot. Dokažimo najprej, da iz povezanosti Cay(G,S) sledi, da množica S
generira grupo G. Vzemimo poljuben element g ∈ G. Ker je graf povezan, obstaja
pot med vozliščem 1 ∈ G in g. Označimo jo z g0g1g2 . . . gn, kjer je g0 = 1 in gn = g.
Vozlišče g0 je povezano z vozliščem g1, zato je g1 = s01 za nek s0 ∈ S. Vozlišče g2 je
povezano z vozliščem g1, zato je g2 = s1g1 = s1s0 za neki s1 ∈ S. Induktivno torej
sledi, da je gn = sn−1gn−1 = sn−1sn−2 . . . s0 za neke si ∈ S. Iz zadnjega zapisa je
razvidno, da se poljuben element iz G da zapisati kot produkt elementov iz množice
S. Sledi, da množica S generira grupo G.
Sedaj dokažimo še obrat. Naj množica S generira grupo G. Sledi, da lahko
poljuben element g ∈ G zapišemo kot produkt elementov iz S, torej g = snsn−1 . . . s0
za nek n ∈ N. Ker S generira G, sledi, da obstaja h ∈ G, da je h = sn−1 . . . s0 in
zato velja g = snh. Torej sta g in h sosednja. Induktivno lahko sestavimo sprehod
med g in s0. Element s0 je tukaj poljuben, saj lahko poljubno vrinjamo s−1s. Ker
sta bila g in s0 poljubna, smo med vsakima vozliščema našli sprehod in zato pot.
Torej je graf povezan. 
Dokažimo še trditev, ki nam pove, zakaj sploh v tem delu obravnavamo Cayleyjeve
grafe.
Trditev 4.3. Vsak Cayleyjev graf je vozliščno tranzitiven.
Dokaz. Vzemimo poljuben element h ∈ G. Oglejmo si preslikavo, definirano z pred-
pisom ϕh(g) = gh. Za to preslikavo smo že v zgledu 2.9 dokazali, da res slika v
G in je permutacija. Izkaže se, da je to celo avtomorfizem grafa. Namreč veljajo
naslednje ekvivalence:
x je sosed od y ⇔ yx−1 ∈ S ⇔ yhh−1x−1 ∈ S ⇔
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⇔ (yh)(xh)−1 ∈ S ⇔ yh je sosed od xh
Preslikave ϕh za vsak h ∈ G tvorijo podgrupo avtomorfizmov Cayleyjevega grafa
Cay(G,S), ki je očitno izomorfna G. Označimo to pogrupo z Ĝ. V zgledu 2.9 smo
tudi pokazali, da je delovanje ϕ : G → Sym(G), ki elementu g priredi permutacijo
ϕg, regularno, kar pomeni, da je tudi tranzitivno. Iz tega sledi, da grupa Ĝ deluje
tranzitivno na vozliščih grafa Cay(G,S). [5] 
V tem poglavju bomo predstavili postopek, s katerim lahko določimo vse kubične
vozliščne tranzitivne grafe, za katere velja, da ima vozliščni stabilizator Gv tri orbite
na soseščini Γ(v). Izkaže se, da je Gv = {id}, da pa to dokažemo, potrebujemo
naslednjo lemo.
Lema 4.4. Naj bo Γ G−vozliščno tranzitiven graf in u, v ∈ V (Γ) poljubni vozlišči.
Tedaj sta delovanji Gv na Γ(v) in Gu na Γ(u) izomorfni. Posledično imata ti dve
delovanji enako število orbit.
Dokaz. Ker je Γ G−vozliščno tranzitiven, obstaja g ∈ G, da velja ug = v. Defi-
niramo preslikavi f : Gu → Gv in ϕ : Γ(u) → Γ(v) s predpisi f(h) = g−1hg in
ϕ(x) = xg.
Najprej preverimo dobro definiranost preslikav. Preveriti je potrebno, da f res
slika v Gv in ϕ v Γ(v). Naj bo h ∈ Gu poljubni avtomorfizem, ki pribije u. Vemo,
da g preslika vozlišče u v vozlišče v, zato g−1 preslika vozlišče v v vozlišče u. Zato
f(h) najprej preslika vozlišče v v vozlišče u, tega preslika spet samega vase in ga
na koncu preslika še v vozlišče v. Torej preslikava f(h) pribije vozlišče v za vsak
h ∈ Gu. Torej f res slika v Gv.
Za dokaz dobre definiranosti ϕ, zopet uporabimo dejstvo, da je g avtomorfizem
grafa. Vzemimo poljuben element x ∈ Γ(u). Ker g preslika vozlišče u v vozlišče
v in je avtomorfizem grafa Γ, slika sosede vozlišča u v sosede vozlišča v. Torej bo
ϕ(x) ∈ Γ(v) in je ϕ dobro definirana preslikava.
Sedaj moramo pokazati, da je (f, ϕ) izomorfizem delovanj Gv na množici Γ(v) in
Gu na množici Γ(u). Najprej pokažimo, da je f izomorfizem grup Gu in Gv ter ϕ
bijekcija. Preveriti moramo, da je f homomorfizem, torej, da velja
f(h1h2) = f(h1)f(h2) za poljubna h1, h2 ∈ Gu.
f(h1h2) = g
−1h1h2g = g
−1h1gg
−1h2 = f(h1)f(h2)
Sedaj pa še preverimo, da je f bijektivna. Najprej injektivnost:
f(h1) = f(h2) ⇔ g−1h1g = g−1h2g ⇔ h1 = h2.
Za dokaz surjektivnosti vzemimo poljuben element h1 ∈ Gv in poiščimo h2 ∈ Gu, da
bo veljalo f(h2) = h1. Enakost bo veljala, če za h2 vzamemo gh1g−1, ki je element
Gu, saj najprej preslika vozlišče u v vozlišče v, tega nato nazaj samega vase in na
koncu še vozlišče v preslika v vozlišče u. Torej je f res izomorfizem grup.
Preverimo sedaj bijektivnost preslikave ϕ. Začnimo z injektivnostjo.
ϕ(x) = ϕ(y) ⇔ xg = yg ⇔ x = y za vsaka x, y ∈ Γ(u),
saj je g avtomorfizem, torej bijektivna in s tem injektivna preslikava. Za dokaz
surjektivnosti vzemimo poljuben y ∈ Γ(v) in poiščimo x ∈ Γ(u), da bo veljalo
ϕ(x) = y. Če za x vzamemo yg−1 , ki je element Γ(u), saj je tudi g−1 avtomorfizem
in zato sosede vozlišča v slika v sosede vozlišča u, dobimo željeno. S tem smo
dokazali, da je ϕ bijektivna preslikava.
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Sedaj je potrebno dokazati še, da je
ϕ(ah) = ϕ(a)f(h) za vsak a ∈ Γ(u) in h ∈ Gu.
ϕ(ah) = (ah)g = ahg
ϕ(a)f(h) = (ag)g
−1hg = ahg
Ker tudi zadnji pogoj velja, smo dokazali, da sta delovanji izomorfni. Iz tega dejstva
pa je očitno, da imata delovanji enako število orbit. 
Trditev 4.5. Naj bo Γ tak kubični vozliščno tranzitiven graf in v ∈ V (Γ), da ima
vozliščni stabilizator Gv pri svojem delovanju na množici Γ(v) tri orbite. Tedaj velja
Gv = {id}.
Dokaz. Po lemi 4.4 ima stabilizator poljubnega vozlišča 3 orbite na soseščini tega
vozlišča.
Dokažimo trditev s protislovjem. Recimo, da trditev ne velja. Tedaj obstaja
vozlišče v, za katerega velja, da Gv vsebuje vsaj en netrivialen element g. Tedaj
obstaja vsaj eno vozlišče v grafu Γ, ki ga g ne pribije. Naj bo w najbližje vozlišče
vozlišču v, za katerega velja, da ga g ne pribije. Naj bo s predzadnje vozlišče na
najkrajši poti med v in w. Ker smo w izbrali tako, da je med vsemi, ki jih g ne
pribije, najbližje vozlišču v, potem g pribije vozlišče s. Torej je g element vozliščnega
stabilizatorja Gs. Ker pa g ne pribije vozlišča w, velja, da ima Gs pri delovanju na
soseščini Γ(s) največ dve orbiti. To pa je protislovje. 
Cilj tega poglavja je konstruirati vse kubične G−vozliščno tranzitivne grafe Γ,
za katere velja, da je Gv = {id} za vsak v ∈ V (Γ). Dejansko nam zadnji pogoj
pove, da grupa G ne deluje le tranzitivno, ampak tudi regularno na V (Γ). Zato
nam bo naslednji izrek povezal iskane grafe s Cayleyjevimi grafi. Izrek se imenuje
po avstrijskem matematiku Gertu Sabidussiju.
Trditev 4.6. Naj bo Γ neusmerjen graf brez zank. Graf Γ je izomorfen Cayley-
jevemu grafu na grupi G natanko tedaj, ko ima Aut(Γ) podgrupo, ki je izomorfna
grupi G in deluje regularno na V (Γ).
Dokaz. (⇒) V dokazu trditve 4.3 smo že pokazali, da za vsak Cayleyjev graf Γ
obstaja grupa Ĝ, ki deluje regularno na V (Γ).
(⇐) Denimo sedaj, da grupa avtomorfizmov grafa Γ vsebuje podgrupo G, ki deluje
na V (Γ) regularno. Naj bo v ∈ V (Γ) poljubno vozlišče. Definirajmo preslikavo
ϕ : G→ V (Γ) z predpisom ϕ(h) = vh.
Dokažimo, da je ϕ bijektivna preslikava. Preverimo injektivnost:
ϕ(h1) = ϕ(h2) ⇔ vh1 = vh2 ⇔ vh1h
−1
2 = v ⇔ h1h−12 ∈ Gv.
Ker je Gv = {id}, je slednje ekvivalentno h1 = h2. Torej je preslikava ϕ injektivna.
Preverimo sedaj surjektivnost. Vzemimo poljubno vozlišče u ∈ V (Γ). Ker G deluje
tranzitivno na množici V (Γ), obstaja g ∈ G, da velja vg = u. Zato za ta g velja, da
je ϕ(g) = u, s čimer smo dokazali surjektivnost.
Torej je naša preslikava bijektivna. Zato lahko definiramo množico
S = ϕ−1(Γ(v)) = {g ∈ G | v ∼Γ vg}.
Množica S je očitno podmnožica G. Preverimo še, da je S zaprta za inverze in brez
enote. Naj bo s ∈ S. Torej velja, da sta vozlišči v in vs sosednji v grafu Γ. Ker sta
s in s−1 avtomorfizma grafa Γ, sledi, da sta sosednji tudi vozlišči vs−1 in v = vss−1 .
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Zato je tudi s−1 element množice S. Če bi S vsebovala enoto, bi to pomenilo, da
imamo zanko v grafu Γ, kar pa naš graf Γ po predpostavki nima.
Ostane nam še, da preverimo, če je ϕ izomorfizem Cayleyjevega grafa Cay(G,S)
in grafa Γ. Da je ϕ bijekcija, smo že dokazali, zato dokažimo, da sta poljubni vozlišči
u,w ∈ G povezani natanko tedaj, ko sta ϕ(u) in ϕ(w) povezani v grafu Γ. Naj bosta
u,w ∈ G. Vozlišči sta povezani natanko tedaj, ko je u = sw za nek s ∈ S. Pokazati
moramo, da sta ϕ(w) in ϕ(sw) soseda v grafu Γ.
ϕ(w) = vw, ϕ(sw) = vsw = (vs)w
Za vozlišči vw in (vs)w velja, da sta sosednji natanko tedaj, ko sta sosednji v in vs,
saj je w avtomorfizem grafa Γ. Vozlišči v in vs pa sta sosednji natanko tedaj, ko je
s ∈ S.
Dokaz je prirejen po [7]. 
Torej moramo, če želimo določiti vse vozliščno tranzitivne grafe z največ N vozli-
šči, kjer je m = 3, poiskati vse grupe G do reda N , nato za vsako tako grupo poiskati
vse njene trielementne podmnožice, ki so zaprte za inverze in brez enote. Na koncu
moramo še izbrati vse predstavnike neizomorfnih grafov. Pri zadnjem nam bo v
pomoč naslednja trditev.
Trditev 4.7. Naj bo G grupa in ϕ avtomorfizem grupe G. Naj bo S podmnožica G,
ki je zaprta za inverze in brez enot. Potem je Cayleyjev graf Cay(G,S) izomorfen
Cayleyjevemu grafu Cay(G,Sϕ).
Dokaz. Da je Sϕ zaprta za inverze in brez enote, očitno velja, saj avtomorfizem
grupe ohranja enoto in inverze. Za homomorfizme namreč velja ϕ(x−1) = ϕ(x)−1.
Za dokaz izomorfnosti moramo najti bijektivni homomorfizem ψ : G → G. Za
ψ lahko vzamemo kar ϕ. Preslikava ϕ je bijektivna po predpostavki. Ker pa velja
tudi
ϕ(y)ϕ(x)−1 = ϕ(yx−1) za vsaka x, y ∈ S,
sta x in y povezana natanko tedaj, ko sta povezana ϕ(x) in ϕ(y). Torej je ϕ izo-
morfizem med Cay(G,S) in Cay(G,Sϕ).
Dokaz je prirejen po [5]. 
Poskusimo sedaj izpeljano teorijo uporabiti v praksi. Skonstruirajmo na primer
vse kubične vozliščno tranzitivne grafe na 5 vozliščih, za katere velja, da ima vozliščni
stabilizator pri delovanju na soseščini tri orbite.
4.1. Določitev grafov z Magmo. Pri konstrukciji si bomo pomagali s program-
skim paketom Magma, ki je bil izdelan za izračune v algebri, teoriji števil, algebraični
geometriji in algebraični kombinatoriki. Magma nam nudi delo s stukturami, kot so
grupe, kolobarji, polja, grafi in podobno. Magma podpira tudi številne podatkovne
baze, ki so lahko v pomoč pri računalniških raziskavah na področjih matematike, ki
so bolj algebraične narave. [10]
Na spletu je dostopen kalkulator (spletna verzija Magme), ki ga lahko uporabljamo
za krajše izračune. V pomoč nam je lahko učbenik, ki je prav tako dostopen na
internetu, v katerem so zapisane vgrajene funkcije, njihova uporaba in zgledi.
Magma ima bazo grup do nekega reda. Če nas zanima, koliko je neizomorfnih
grup reda n uporabimo ukaz NumberOfSmallGroups(n). Z ukazom SmallGroup(n)
dobimo seznam vseh neizomorfnih grup reda n iz te baze, če seveda nismo izbrali
prevelikega n. Magma nam pove, da je samo ena grupa reda 5. Ker je 5 praštevilo,
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vemo, da je to grupa Z5. Dobimo jo torej z ukazom SmallGroup(5). Sedaj bi radi
poiskali vse podmnožice velikosti 3. To lahko storimo z ukazom Subsets(X,k), ki
vrne vse podmnožice množice X velikosti k. Najprej moramo naši grupi G spre-
meniti tip, da bomo lahko na njej izvajali operacije. Zato jo najprej z ukazom
FPGroup(G) pretvorimo v končno prezentirano grupo. Pri predmetu Algebra 3 smo
dokazali trditev, ki pravi, da ima vsaka končna grupa končno prezentacijo. Tega
tukaj ne bomo dokazali, ker je to samo sredstvo za pretvorbo grup v Magmi in ne
tema tega dela. Več o prostih grupah in prezentacijah grup lahko najdemo v [1].
Iz končno prezentirane grupe pa grupo G pretvorimo še v permutacijsko grupo z
ukazom PermutationGroup(G). To nam dovoljuje Cayleyjev izrek, ki je omenjen v
poglavju 1. Sedaj lahko z ukazom Subsets(Set(G),3) dobimo vse podmnožice moči
3. Ukaz Set(G), nam grupo pretvori v množico. Za Magma kodo glej sliko 11.
Slika 11. Postopek pridobitve vseh trielementnih podmnožic grupe Z5.
Če se držimo izpeljane teorije, bi sedaj morali testirati vsako dobljeno množico ali
je brez enote in zaprta za inverze. Vendar taka poteza ne bi bila spretna. Izkaže se,
da lahko že v začetku pridelamo samo take podmnožice. Ker imamo kubične grafe,
imamo samo dva tipa trielementih množic, ki so brez enote in zaprte za inverze. Prvi
tip je množica sestavljena iz treh elementov reda 2. Velja namreč, da je s = s−1, če
je s2 = 1. Drugi tip je množica, sestavljena iz elementa reda 2, elementa reda vsaj
3 in njegovega inverza.
S1 = {t1, t2, t3} S2 = {s, s−1, t},
kjer je red(s) ≥ 3 in red(t) = red(t1) = red(t2) = red(t3) = 2.
Zato najprej sestavimo množico I vseh elementov iz grupe G, ki imajo red 2, in
množico NI vseh elementov reda vsaj 3. Nato poiščemo vse trielementne podmno-
žice, ki imajo samo elemente reda 2, shranimo jih v množici SI, in vse podmnožice
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tipa 2, ki jih shranimo v množico SNI. Unija vseh teh množic so ravno vsi iskani
kandidati za množico S, shranimo jih v množico CS. Za točen postopek v Magmi glej
sliko 12. Izkaže se, da takih podmnožic grupa Z5 nima, saj nima elementa reda 2.
Velja namreč trditev, da v končni grupi red vsakega elementa deli red grupe. Pri nas
je red grupe 5, ki je praštevilo in sta zato njegova edina delitelja 1 in 5. Prav tako
ne obstajajo take podmnožice S za grupo lihe moči, saj ne bo vsebovala elementa
reda 2. Če na primer namesto n = 5 vzamemo n = 8, lahko najprej preverimo, da
obstaja 5 neizomorfnih grup reda 8. Zato si izberemo eno, recimo kar prvo iz baze,
in dobimo, da ima grupa SmallGroup(8,1) tri iskane podmnožice.
Slika 12. Postopek pridobitve vseh trielementnih podmnožic grupe
G, ki so brez enote in zaprte za inverze.
Sedaj imamo torej množico vozlišč G in vse možne množice S, zato lahko za vsako
množico S skonstruiramo Cayleyjev graf Cay(G,S). Vendar pa so si lahko kateri od
ustvarjenih grafov izomorfni. Zato jih pretvorimo v kanonično obliko, za katero pa
velja, da sta dva grafa izomorfna natanko tedaj, ko imata enako kanonično obliko.
Če ustvarimo množico Cayleyjevih grafov v kanoničnih oblikah, bodo po definicjij
množice ostali samo še neizomorfni Cayleyjevi grafi, glej sliko 13.
Slika 13. Postopek pridobitve vseh neizomorfnih Cayleyjevih grafov.
Za grupo SmallGroup(8,1) se izkaže, da nam dve podmnožici S dasta izomorfna
Cayleyjeva grafa in imamo zato samo dva različna. Iz kanonične oblike grafa tudi z
lahkoto izrišemo graf, saj ima zelo pregledno obliko. Kanonična oblika nam vozlišča
preimenuje v naravna števila med 1 in redom grupe ter za vsakega pove, s katerimi
je povezan. Glej sliko 14. Iz slike lahko tudi opazimo, da zadnji graf ni povezan,
torej podmnožica S, iz katere je zgrajen, ne generira grupe SmallGroup(8,1).
Po tem postopku lahko skonstruiramo vse Cayleyjeve grafe. Vendar pa se izkaže,
da je ta način za velike rede grup računsko neučinkovit. Če samo izračunamo število
vseh množic S, ki jih z zgornjim postopkom dobimo, lahko vidimo, da je teh za vse
neizomorfne grupe do vključno reda 24 kar 3738. Za vsak red posebej je v tabeli 1
zapisano število neizomorfnih grup tega reda in število podmnožic S. Tu moramo
upoštevati še dejstvo, da je med temi grupami veliko grup s praštevilsko ali liho
močjo, ki nimajo nobene primerne podmnožice S. Torej bi že v tem primeru morali
poiskati 3738 Cayleyjevih grafov in jih pretvoriti v kanonično obliko, kar je računsko
enakovredno zahtevno iskanju izomorfizmov med grafi. Izkaže se, da obstaja hitrejši
in bolj učinkovit algoritem, ki ga v tem delu ne bomo spoznali, si pa lahko o njem
preberete več v članku [6].
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Slika 14. Na sliki sta prikazana dva neizomorfna grafa, ki smo ju
skonstruirali iz grupe SmallGroup(8,1).
Red grupe Število grup Število S Red grupe Število grup Število S
1 1 0 13 1 0
2 1 0 14 2 24
3 1 0 15 1 0
4 2 2 16 14 1086
5 1 0 17 1 0
6 2 6 18 5 278
7 1 0 19 1 0
8 5 63 20 5 297
9 2 0 21 2 0
10 2 24 22 2 230
11 1 0 23 1 0
12 5 85 24 15 1605
Tabela 1. V tabeli so zbrani podatki o številu neizomorfnih grup
določenega reda in številu njihovih trielementih podmnožic S, ki so
zaprte za inverze in brez enote.
Na sliki 15 lahko vidimo vse neizomorfne kubične vozliščno tranzitivne grafe do
vključno reda 12 z loklano tremi orbitami.
5. Grafi z lokalno dvema orbitama
Cilj tega poglavja je konstruirati vse kubične grafe Γ do reda 1280, ki so vozliščno
tranzitivni, njihovi vozliščni stabilizatorji Gv pa imajo natanko dve orbiti na množici
Γ(v).
Pri ostalih dveh primerih smo lahko |G| navzgor omejili s fiksnim večkratnikom
|V (Γ)|. Naslednji zgled bo pokazal, da v tem primeru tega ne moremo storiti. Zato
si bomo pomagali s štirivalentnimi ločno tranzitivnimi grafi. Pokazali bomo, da
lahko iz takega grafa skonstruiramo iskani Γ. Več o tem kasneje.
Zgled 5.1. Graf iz slike 16 ima 4n vozlišč ter dva tipa povezav, in sicer povezave
iz cikla dolžine 4 in povezave, ki ne ležijo na štiriciklu. Označimo ga z Γ in grupo
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Slika 15. Na sliki so narisani vsi neizomorfni kubični vozliščno tran-
zitivni grafi do vključno reda 12, za katere velja, da ima vozliščni
stabilizator pri delovanju na soseščini natanko tri orbite.
Slika 16. Na sliki je Preager-Xu graf, označimo ga tudi s SPX(n, 1).
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avtomorfizmov grafa Γ z G. Poiščimo vozliščni stabilizator elementa v′i. Stabilizator
Gv′i ima dve orbiti na množici Γ(v): ena orbita sta sosednji vozlišči iz štiricikla,
druga orbita pa je preostalo vozlišče. Opazimo lahko še, da avtomorfizem, ki fiksira
v′i, fiksira tudi u′i. Torej ostane le še možnost, da avtomorfizem zamenja ali pusti
na miru vozlišči vi+1 in ui+1. Če avtomorfizem zamenja vozlišči vi+1 in ui+1, mora
zamenjati tudi vozlišči v′i+1 in u′i+1, saj v nasprotnem primeru ni avtomorfizem. Ker
pa vemo, da avtomorfizem, ki fiksira v′i fiksira tudi vi, mora po enakem razmisleku
kot prej fiksirati tudi ui.
Če to sedaj opišemo z množicami. Graf razdelimo na n skupin Ti, kjer je Ti =
{vi, v′i, ui, u′i}. Za vsak i ∈ {0, 1, . . . , n−1} definiramo permutacijo gi := (uivi)(u′iv′i).
Permutacija gi torej zamenja vozlišči ui in vi ter vozlišči u′i in v′i, ostala vozlišča pa
pusti pri miru.
Za vsak i velja, da je red permutacije gi enak 2. Intuitivno bi lahko prišli do
sklepa, da gi in gj med seboj komutirata za vsaka i in j. To dejstvo je mogoče
dokazati, vendar tega tu ne bom naredila. Iz komutativnosti gi in gj sledi, da je
G = ⟨g0, g1, . . . , gn−1⟩ ∼= Zn2 , kar pomeni, da je |G| = 2n, kar je zelo veliko in zato ne
moremo uporabiti podobnih prijemov kot pri m = 1 in m = 3. ♦
Spoznajmo nove pojme, ki jih bomo potrebovali pri konstrukciji željenih grafov.
Definicija 5.2. Naj bo L permutacijska grupa in naj bo Γ G−vozliščno tranzitiven
graf. Naj bo v ∈ V (Γ). Označimo z GΓ(v)v permutacijsko grupo inducirano z delova-
njem Gv na množici Γ(v). Če sta naravni delovanji permutacijskih grup G
Γ(v)
v in L
permutacijsko izomorfni, potem rečemo, da je (Γ, G) lokalno L.
V nadaljevanju bom uporabljala oznako Z[3]2 , ki bo označevala permutacijsko grupo
na treh elementih, imenujmo jih a, b in c, generirano s permutacijo (ab)(c). Kar
pomeni, da je Z[3]2 = {id, (ab)(c)} ∼= Z2.
V grafu Γ z lokalno dvema orbitama ima Gv pri delovanju na Γ(v) dve orbiti. Prva
orbita je velikosti 1, kar pomeni, da vsak avtomorfizem, ki pribije v, pribije tudi
vozlišče iz te orbite. Druga orbita je velikosti 2, kar pomeni, da lahko avtomorfizem
obe vozlišči iz nje pribije ali pa zamenja. Iz tega sledi, da je (Γ, G) lokalno Z[3]2 .
Definicija 5.3. Dekompozicija grafa Γ na cikle je množica ciklov C iz grafa Γ, tako
da vsaka povezava iz E(Γ) pripada natanko enemu ciklu v C. Če obstaja ločno
tranzitivna grupa G avtomorfizmov Γ, ki preslika vsak cikel iz C v cikel iz C, potem
C imenujemo G−ločno tranzitivna.
Definicija 5.4. Množica M ⊆ E(Γ) je popolno prirejanje grafa Γ, če za njo velja,
da za vsako vozlišče v ∈ V (Γ) obstaja natanko ena povezava e ∈M , da v ∈ e.
V naših grafih vsak element Gv fiksira natanko enega soseda vozlišča v, označimo
ga z v′. Vozlišče v′ bomo imenovali unikatni sosed. Za vsako vozlišče v ∈ V (Γ) in
vsak g ∈ G veljajo naslednje lastnosti:
• Gv = Gv′ ,
• v′′ = v,
• (v′)g = (vg)′.
Oglejmo si naslednji postopek.
Postopek 5.5. Začeli bomo s parom (Γ, G), ki je lokalno Z[3]2 . Pri tem je Γ kubični
graf, G pa podgrupa grupe avtomorfizmov grafa Γ. Na koncu bomo pridelali graf M
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in dekompozicijo grafa M na cikle, ki jo označimo s C. Trditev 5.10 bo povedala,
da bo v posebnem primeru M tetravalenten graf, C pa G−ločno tranzitivna.
Ker je Γ vozliščno tranzitiven graf, po lemi 4.4 velja, da sta si delovanji Gv in Gu
za vsak v, u ∈ V (Γ) izomorfni in imata enako število orbit. Iz tega dejstva sledi, da
ima vsak u ∈ V (Γ) unikatnega soseda u′ ∈ V (Γ), ki ga Gu fiksira. Definirajmo novo
množico
τ = {{v, v′} | v ∈ V (Γ)}.
G je vozliščno tranzitivna in Gv ima dve orbiti na Γ(v), ena je {v′}, druga pa
Γ(v)\{v′}. Izrek 3.7 nam pove, da ima grupa G pri delovanju na množici A(Γ)
natanko dve orbiti. Ker G ni povezavno tranzitivna, ima G pri delovanju na množici
E(Γ) natanko dve orbiti.
Ena orbita je množica τ . Če vzamemo poljubno e ∈ τ , recimo e = {v, v′} za nek
v ∈ V (Γ), in poljuben g ∈ G, velja
eg = {vg, (v′)g} = {vg, (vg)′} ∈ τ,
saj je g avtomorfizem in zato vg ∈ V (Γ).
Druga orbita pa je množica R, ki je množica vseh povezav iz E(Γ), ki niso v τ . Ker
je τ popolno prirejanje, R inducira unijo disjunktnih ciklov, recimo C1, C2, . . . , Cm
za nek m ∈ N. Namreč vsako vozlišče ima v τ natanko eno povezavo. Če odstranimo
vse povezave iz τ , bo vsako vozlišče stopnje 2, kar pa pomeni, da bo vsako vozlišče
del nekega cikla. Definirajmo še množico P = {C1, C2, . . . , Cm}.
Definirajmo nov graf M(Γ, G) z množico vozlišč τ , v katerem sta vozlišči {u, u′}
in {v, v′} sosednji natanko tedaj, ko obstaja povezava v Γ med {u, u′} in {v, v′}. Kar
bi pomenilo, da vozlišči {u, u′} in {v, v′} nista povezani natanko tedaj, ko v E(Γ) ne
obstajajo naslednje povezave: {u, v}, {u, v′}, {u′, v}, {u′, v′}.
Definirajmo še preslikavo ι : R → E(Γ) s predpisom
ι({u, v}) = {{u, u′}, {v, v′}}
in množico C(Γ, G) = {ι(C1), ι(C2), . . . , ι(Cm)}.
Postopek je vzet iz [6].
Zgled 5.6. Na grafu iz prejšnjega zgleda izvedimo postopek 5.5. Najprej določimo
unikatne sosede in množico τ . V našem primeru je
τ = {{vi, v′i}, {ui, u′i} | i ∈ {0, 1, . . . , n− 1}}.
Imamo dve orbiti pri povezavnem delovanju. Prva orbita je množica τ , druga pa je
množica R = {Ci | i ∈ {0, 1, . . . , n− 1}}, kjer je Ci štiricikel (v′i, vi+1, u′i, ui+1).
Sedaj lahko skontruiramo še graf M in množico C. Ker je vi v začetnem grafu
povezan z v′i, v′i−1 in u′i−1 ter v′i z vi, ui+1 in vi+1, je v novem grafu vozlišče {vi, v′i}
povezano z {vi−1, v′i−1}, {ui−1, u′i−1}, {vi+1, v′i+1} in {ui+1, u′i+1}. Po enakem razmi-
sleku ugotovimo, da je {ui, u′i} povezan z {vi−1, v′i−1}, {ui−1, u′i−1}, {vi+1, v′i+1} in
{ui+1, u′i+1}. Tako dobimo graf na sliki 17.
Množica C = {ι(Ci)|i ∈ {0, 1, . . . , n− 1}, kjer je ι(Ci) 4−cikel
({vi, v′i}, {vi+1, v′i+1}, {ui, u′i}, {ui+1, u′i+1}).
♦
Predstavimo še dve definiciji.
Definicija 5.7. Par (Γ, G) se imenuje degeneriran, če za neka elementa {u, u′} in
{v, v′} iz τ obstaja več kot ena povezava v grafu Γ med elementi u, u′, v in v′.
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Slika 17. Na sliki je narisan graf M , ki ga dobimo iz SPX(n, 1) grafa.
Definicija 5.8. Prizma je graf, ki je izomorfen Cayleyjevemu grafu Cay(G,S),
kjer je G = Zn × Z2 in S = {(0, 1), (1, 0), (−1, 0)}) za nek n ≥ 3. Möbiusova
lestev pa je graf, ki je izomorfen Cayleyjevemu grafu Cay(G,S), kjer je G = Z2n in
S = {1,−1, n} za nek n ≥ 2.
Na sliki 18a lahko vidimo 3 najmanjše prizme, na sliki 18b pa 4 najmanjše Möbi-
usove lestve. Vidimo lahko, da je najmanjša Möbiusova lestev polni graf na štirih
vozliščih. Poglejmo trditev, ki poveže ti dve definiciji.
(a)
(b)
Slika 18. Na sliki A so prikazane prizme za n = 3, 4, 5. Na sliki B
so prikazane Möbiusove lestve za n = 2, 3, 4, 5.
Trditev 5.9. Če je (Γ, G) degeneriran par, ki je lokalno Z[3]2 , potem je Γ ali prizma
ali Möbiusova lestev.
Dokaz. Imamo dva primera. V prvem primeru obstaja povezava {u, u′} iz τ , ki je
vsebovana v 3−ciklu (u, u′, v). Potem je Γ(v) = {u, u′, v′}. Ker je τ ena od orbit
delovanja G na povezavah, G deluje tranzitivno na τ . Iz tega sledi, da je tudi {v, v′}
vsebovana v nekem 3−ciklu. Ker je Γ(v)\{v′} = {u, u′} mora ta 3−cikel vsebovati
enega od u in u′. Torej imamo dve možnosti, kot je prikazano na sliki 19.
Vendar obstaja avtomorfizem g ∈ Gv, ki je netrivialen na Γ(v), fiksira v in v′ in
zamenja u in u′. Zato morata obstajati oba 3−cikla tako (v, v′, u) kot (v, v′, u′). Kar
pomeni, da imamo poln graf na štirih vozliščih, kar pomeni, da imamo Möbiusovo
lestev za n = 2.
V drugem primeru predpostavimo, da nobena povezava iz τ ni vsebovana v
3−ciklu. Ker je (Γ, G) degeneriran par, obstajata taki dve povezavi {u, u′} in {v, v′}
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Slika 19. Na sliki so narisane obe možnosti za 3−cikel, ki vsebuje {v, v′}.
iz τ , da sta med njima v grafu Γ dve povezavi. Ker nobena povezava iz τ ne leži
na 3−ciklu, sledi, da imamo 4−cikel na vozliščih u, u′, v in v′, ki ga označimo s C.
4−cikel v Γ imenujemo specialen cikel, če vsebuje dve povezavi iz τ . Cikel C je spe-
cialen. Opazimo, da noben specialen cikel ne more imeti notranje križne povezave,
saj bi v nasprotnem primeru pomenilo, da imamo 3−cikel, ki vsebuje povezavo iz τ .
Naj bo e povezava iz R, ki je vsebovana v C. Potem je C edini specialni cikel, ki
vsebuje povezavo e. Recimo, da temu ni tako. Naj bo e = {u, v} za neka u, v ∈ V (Γ).
Prvi specialni cikel v katerem je povezava e, je cikel (u, u′, v′, v), kjer sta u′ in v′
unikatna soseda vozlišč u in v. Ker e leži še na enem specialnem ciklu, mora biti to
cikel (u, u′′, v′′, v), kjer sta u′′ ̸= u′ in v′′ ̸= v′ unikatna soseda vozlišč u in v. To pa
ne more veljati, ker ima vsako vozlišče v Γ natanko enega unikatnega soseda.
Ker sta R in τ G−povezavni orbiti, je vsaka povezava iz R vsebovana v natanko
enem specialnem ciklu, vsaka povezava iz τ pa v natako dveh specialnih ciklih.
Naj bo |V (Γ)| = 2n. Označimo vozlišča iz Γ z elementi Zn × Z2 tako, da bo za
vsak i ∈ Zn množica {(i, 0), (i, 1)} vsebovana v τ ter za vsak i ∈ {1, . . . , n − 1} in
vsak j ∈ Z2 množica {(i− 1, j), (i, j)} vsebovana v R.
Iz grafa lahko sedaj preberemo, ali je vozlišče (n − 1, 0) povezano z (0, 0) ali z
(0, 1). Če sta {(n − 1, 0), (0, 0)} in {(n − 1, 1), (0, 1)} povezavi grafa Γ, potem je Γ
prizma. Če sta {(n − 1, 0), (0, 1)} in {(n − 1, 1), (0, 0)} povezavi grafa Γ, potem je
Γ Möbiusova lestev, saj lahko vozlišča ponovno preimenujemo. Namreč v Γ obstaja
hamiltonov cikel ((0, 0), (1, 0), . . . , (n− 1, 0), (0, 1), (1, 1), . . . , (n− 1, 1)). Za ta cikel
velja še dodatna lastnost, in sicer da je vsak element cikla povezan z vozliščem, ki
je od njega oddaljeno n vozlišč. Torej lahko (0, 0) označimo z 0, (1, 0) z 1 in tako
dalje po ciklu. Vozlišče i bo povezano z vozlišči i − 1, i + 1, i + n. Kar pomeni, da
res imamo Möbiusovo lestev.
Dokaz je prirejen po [6] . 
Trditev 5.10. Naj (Γ, G) ne bo degeneriran par, ki je lokalno Z[3]2 , pri čemer je
Γ kubični graf in G ⊆ Aut(Γ). Naj bosta M(Γ, G) in C(Γ, G) izhoda postopka 5.5
pri vhodu (Γ, G). Potem je M(Γ, G) povezan tetravalenten G−ločno tranzitiven
graf z |V (M(Γ, G))| = |V (Γ)|/2 in C(Γ, G) določa G−ločno tranzitivno ciklično
dekompozicijo M(Γ, G).
Dokaz. Zaradi lažje berljivosti uporabimo naslednje oznake: M = M(Γ, G), C =
C(Γ, G). Pokažimo najprej, da je M povezan. Recimo, da M ni povezan, torej
obstajata vozlišči {u, u′} in {v, v′}, med katerima ne obstaja pot. Potem ne obstaja
pot med naslednjimi pari vozlišč: u in v, u in v′, u′ in v, u′ in v′. Kar pa je protislovje,
saj je Γ povezan.
Ker je τ popolno prirejanje, je |τ | = |V (M)| = |V (Γ)|/2. Namreč vsako vozlišče
grafa Γ pripada natanko eni povezavi iz τ .
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Ker (Γ, G) ni degeneriran, za vsako povezavo {{u, u′}, {v, v′}} ∈ E(M) obstaja
enolična povezava iz E(Γ) (še več iz R) med {u, u′} in {v, v′}. Iz enakega ra-
zloga velja tudi obrat. Torej vsaka povezava {u, v} iz R inducira enolično povezavo
{{u, u′}, {v, v′}} iz E(M). To pomeni, da je preslikava ι bijekcija. Za ι velja še več.
Dokažimo, da velja naslednji enačaj.
ι({u, v}g) = ι({u, v})g
ι({u, v}g) = ι({ug, vg}) = {{ug, (ug)′}, {vg, (vg)′}} =
= {{ug, (u′)g}, {vg, (v′)g}} = {{u, u′}g, {v, v′}g} = {{u, u′}, {v, v′}}g = ι({u, v})g
Ta enačaj nam pove, da je ι izomorfizem delovanj G na R in G na E(Γ). Res,
če sledimo definiciji 2.13, vidimo, da je f = id, ϕ = ι in ϕ(aρ(g)) = ϕ(a)θ(f(g)) ⇔
ι({u, v}g) = ι({u, v})g za vsak {u, v} ∈ R in g ∈ G. Dejansko lahko g ∈ G gledamo
kot avtomorfizem grafa M .
Enake argumente lahko uporabimo na lokih. Z R⃗ označimo množico lokov, ki jih
inducirajo povezave iz R. Definiramo preslikavo ι⃗ : R⃗ → A(M) s predpisom
ι⃗((u, v)) = ({u, u′}, {v, v′}).
Tudi tukaj velja, da je ι⃗ bijekcija in hkrati izomorfizem delovanj G na R⃗ in G na
A(M).
Če dokažemo, da G deluje tranzitivno na R⃗, bo sledilo, da je M G−ločno tranziti-
ven graf. Vzemimo poljuben lok (u, v) ∈ R⃗ in g ∈ G in dokažimo, da je (u, v)g ∈ R⃗.
To pa velja, ker je (u, v)g = (ug, vg) in ker v ni bil unikatni sosed vozlišče u, potem
tudi vg ni unikatni sosed vozlišča ug, saj je g avtomorfizem, za katere velja, da slikajo
unikatne sosede v unikatne sosede.
Ker je M G−ločno tranzitiven graf, je tudi G−vozliščno tranzitiven. Za vozliščno
tranzitivne grafe vemo, da so d−regularni. Izračunajmo d. V pomoč nam bo lema
o rokovanju, ki za regularne grafe pravi |V (M)| · d = 2 · |E(M)|, kjer je d valenca
vozlišč. Vemo, da je
|E(M)| = |R| = |E(Γ)| − |τ | = |E(Γ)| − |V (M)|.
Če vstavimo v zgornjo enačbo, dobimo
|V (M)| · (d+ 2) = 2 · |E(Γ)|.
Upoštevamo še |V (M)| = |V (Γ)|/2 in lemo o rokovanju za graf Γ, ki pravi |V (Γ)|·3 =
2 · |E(Γ)| (uporabili smo dejstvo, da je Γ kubični graf). Dobimo
|V (Γ)| · (d+ 2) = 6 · |V (Γ)|,
iz česar sledi, da je d = 4. Torej je M tetravaletni graf.
Pokažimo sedaj, da je delovanje G na τ zvesto. Recimo, da ni zvesto, potem
obstaja netrivialni element jedra tega delovanja. Označimo ga z g. Potem velja
vg = v′ za nek v ∈ V (Γ). Naj bo e = {u, v} ∈ R inducirana s tem vozliščem v.
Potem je eg povezava med {u, u′} in {v, v′} različna od e. Kar bi pomenilo, da je
(Γ, G) degeneriran par, kar je v protislovju z predpostavko, da ni. Torej G zvesto
deluje na τ .
Iz definicije povezanosti v M sledi, da v primeru, ko sta e1, e2 ∈ R povezani v
grafu Γ, sta tudi ι(e1), ι(e2) povezani v grafu M . Iz tega sledi, da ι(C1), . . . , ι(Cm)
tvorijo ciklično dekompozicijo množice E(M). Ker G ohranja množico P in zato
ohranja tudi množico C, je C G−ločno tranzitivna ciklična dekompozicija.
Dokaz je prirejen po [6]. 
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Sedaj smo pokazali, kako lahko iz kubičnega grafa, kjer ima Gv dve orbiti pri
svojem delovanju na Γ(v), dobimo štirivaletni G−ločno tranzitivni graf. Pokažimo,
da se da tudi obratno.
Postopek 5.11. Oglejmo si obratni postopek, kjer bomo iz para (M,C), kjer je M
tetravalenten ločno tranzitiven graf in C ločno tranzitivna ciklična dekompozicija
grafa M , pridobili graf S(M,C).
Graf S bomo skontruirali po naslednjem postopku. Za vozlišča bomo vzeli pare
(v, c), kjer je v ∈ V (M) in c ∈ C ter v leži na ciklu c. Vozlišči (v1, c1) in (v2, c2)
bosta povezani natanko tedaj, ko bo veljal eden od naslednjih dveh pogojev: c1 ̸= c2
in v1 = v2 ali c1 = c2 in {v1, v2} je povezava iz cikla c1.
Trditev 5.12. Naj bo (Γ, G) lokalno Z[3]2 , kjer je Γ kubičen graf in G ⊆ Aut(Γ) ter
par ni degeneriran. Naj bosta M(Γ, G) in C(Γ, G) izhoda postopka 5.5 z vhodom
(Γ, G). Naj bo S(M(Γ, G), C(Γ, G)) izhod postopka 5.11, kjer mu za vhod podamo
par (M(Γ, G), C(Γ, G)). Potem je
Γ′ = S(M(Γ, G), C(Γ, G)) ∼= Γ.
Dokaz. Vozlišča Γ′ so pari oblike ({v, v′}, c) za nek v ∈ V (Γ) in c ∈ P , kjer vsaj
eden od v in v′ leži na c. Dokažimo najprej, da natanko eden izmed v in v′ leži na
c. Recimo, da to ni res. Spomnimo se, da so vse povezave iz c v množici R. Od tod
sledi, da je povezava {v, v′} notranja križna povezava. Iz dokaza trditve 5.10 vemo,
da G deluje tranzitivno na R⃗. To pomeni, da obstaja g ∈ G, ki deluje kot rotacija
cikla za kot 2π/|c|. Od tod sledi, da sta v in vg ter v′ in (v′)g soseda. Torej obstajata
vsaj dve povezavi med {v, v′} in {vg, (vg)′}, kar je v nasprotju s predpostavko, da
je (Γ, G) nedegeneriran par.
Definirajmo preslikavo Θ : V (Γ′) → V (Γ), ki par ({v, v′}, c) preslika v tisto vozli-
šče izmed v in v′, ki leži na c. Ker na c leži natako eno izmed njiju, je preslikava Θ
dobro definirana. Pokažimo da je Θ izomorfizem grafov.
Ker vsako vozlišče leži na natanko enem ciklu iz P (to je posledica dejstva, da je
τ popolno prirejanje), vsako vozlišče v natanko določa par ({v, v′}, c). Ker vsak par
({v, v′}, c) tudi natako določa vozlišče, ki leži na c, je Θ bijekcija.
Pokažimo še, da je Θ homomorfizem grafov Γ′ in Γ. Vzemimo poljubno povezavo
e = {({v1, v′1}, c1), ({v2, v′2}, c2)} ∈ E(Γ′). Glede na definicijo povezanosti v grafu Γ′
ločimo dva primera.
Prvi primer: Naj velja c1 ̸= c2 in {v1, v′1} = {v2, v′2}. Če v1 leži na ciklu c1, potem
v′1 leži na ciklu c2 in velja Θ(({v1, v′1}, c1)) = v1 in Θ(({v1, v′1}, c2)) = v′1. Če pa v1 leži
na ciklu c2, potem v′1 leži na c1 in velja Θ(({v1, v′1}, c1)) = v′1 in Θ(({v1, v′1}, c2)) = v1.
V obeh primerih velja Θ(e) = {v1, v′1} ∈ E(Γ).
Drugi primer: Naj velja c1 = c2 in {{v1, v′1}, {v2, v′2}} je povezava iz c1. Po
definiciji sosednosti v M to pomeni, da obstaja povezava med {v1, v′1} in {v2, v′2} v
Γ. Torej velja Θ(e) ∈ E(Γ).
Torej je Θ izomorfizem grafov Γ′ in Γ. Dokaz je prirejen po [6]. 
Posledica 5.13. Naj bo Γ tak kubični G−vozliščno tranzitivni graf reda 2n, da ima
delovanje Gv na soseščini Γ(v) natanko dve orbiti. Potem je Γ prizma ali Möbiusova
lestev ali pa je Γ izomorfen S(M,C), kjer je S(M,C) izhod postopka 5.11 pri vhodu
(M,C), kjer je M G−ločno tranzitiven reda n in C G−ločno tranzitivna ciklična
dekompozicija grafa M .
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Zgornja posledica nam pove, da bomo določili vse kubične grafe iz skupine m = 2,
če bomo določili vse pare (M,C), kjer je M ločno tranzitiven tetravalenten graf reda
n in C ločno tranzitivna ciklična dekompozicija grafa M . Kako to storimo lahko
preberete v [6].
Slovar strokovnih izrazov
adjacency sosednost
arc lok
arc-transitive graph ločno tranzitivni graf
automorphism avtomorfizem
Cayley’s graphs Cayleyjevi grafi
circular ledder graph prizma
complete graph polni graf
cubic graph 3−valetni oz. kubični oz. 3−regularen graf
cycle decomposition dekompozicija grafa za cikle
cycle graph cikel - graf, v katerem je vsako vozlišče stopnje 2
dihedral group diedrska grupa
edge povezava
group acting on set delovanje grupe na množici
hypercube hiperkocka
Möbius ladder graph Möbiusova lestev
neighbourhood soseščina
orbit orbita
perfect matching popolno prirejanje
regular action regularno delovanje
symmetric group simetrična grupa
tetravalent graph 4−valentni oz. tetravalentni oz. 4−regularen graf
vertex vozlišče
vertex-stabiliser vozliščni stabilizator
vertex-transitive graph točkovno oziroma vozliščno tranzitiven graf
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